圆锥曲线复习的“模式化”处理——圆锥曲线中一个重要不变量的教学实践
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【摘要】在高三第一轮复习中，如何提高课堂复习效率，是每一位高三教师、学生和家长共同关心的话题．我校高三年级数学组确定高三第一轮复习的指导思想是“知识无死角，题型全覆盖”——通过细致的知识归类，实现知识板块的“模式化”教学；通过经典例题及其经典解法的板书，实现“形式化”的数学建构，以规范学生的数学表达．

本文旨在通过圆锥曲线复习中一个重要不变量的“模式化”教学实践，来研讨“模式化”处理对提高高三复习课效率的操作价值和现实意义．从本质上来看，“模式化”处理过程就是对现有知识体系的一次升级，是一种更高级的归纳．

【关键词】中点弦问题

点差法

不变量  
“模式化”教学实践
1． 引例及其解答
在2015年全国新课标卷Ⅱ文、理科数学试题第20题中出现了这样一个问题：
（文）已知椭圆
[image: image1.wmf]22

22

:1(0)

xy

Cab

ab

+=>>

的离心率为
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在C上．

（Ⅱ）直线l不过原点O且不平行于坐标轴，l与C有两个交点A、B，线段AB的中点为M．证明：直线OM的斜率与直线l的斜率的乘积为定值．
（理）已知椭圆
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，直线l不过原点O且不平行于坐标轴，l与C有两个交点A、B，线段AB的中点为M．
（Ⅰ）证明：直线OM的斜率与的l斜率的乘积为定值．
这两道题实质是姊妹题，文科题更具体，我们以理科试题为例，解答如下：
（法一）设直线
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于是直线OM的斜率
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所以直线OM的斜率与直线l的斜率的乘积为定值．

（法二）设
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   两式作差，得
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解法一，是经典的待定参数联立方程求解，总的思路就是按图索骥，步步为营；解法二，是经典的“点差法”，是解决弦的中点相关问题的利器．
6月11日返校，笔者将今年高考试题复印给班上学生考试，第20题第（Ⅰ）问共有41位同学做对，其中采用法一的共有7人，采用法二的共有31人，还有3位同学采用其他方法．为什么会有那么多同学采用感觉更加冷僻的法二，主要是因为笔者在教学处理过程中，曾挖掘了本题结论所蕴涵的不变量，并在复习课中进行了“模式化”训练．
2． 直线与圆锥曲线位置关系的“模式化”教学实践
直线与圆锥曲线的位置关系，历来是高中教学及高三复习的难点．笔者在组内同事的帮助下，通过四轮高中循环教学的实践，逐步摸索出个人的“一揽子解决策略”，也就是知识内容“模式化”、经典例题“形式化”，本文侧重前者．
针对引例的两种主流解法，笔者的“模式化”教学处理过程如下：

对于解法一，笔者会在“直线与圆锥曲线的位置关系”复习课第一课时集中力量解决．总结起来就是“程咬金的三板斧：联立方程求
[image: image18.wmf]D

，韦达定理求弦长，检验看斜率”．一般笔者会讲一道经典例题（高考真题），并围绕该例题作简单变式，课堂上会让学生练习1—2道短平快的习题，课后安排3—5道习题巩固．
对于解法二，笔者会在第二课时集中力量解决，笔者强调有关圆锥曲线弦的中点问题（比如斜率计算、轨迹问题等），都可以尝试用“点差法”，因为“点差法”揭示了弦的中点坐标与弦的斜率的一一对应关系，这往往成为解题利器，而且更进一步，这里蕴涵了圆锥曲线的一个重要不变量，这也是本文的落脚点．
一般地，椭圆
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对于双曲线及抛物线也有类似结论：
1°双曲线
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2°抛物线
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笔者在知识内容“模式化”教学实践中，通过类比、提炼，较好的完成了“点差法”一揽子解决“弦的中点”相关问题的同时，热切期盼有一道经典例题来锦上添花，今年高考新课标卷Ⅱ文、理科第20题可谓“及时雨”．
3． 圆锥曲线中的一个重要不变量
对于椭圆
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而言，
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揭示了弦的中点坐标与弦的斜率的一一对应关系，而
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则刻画了椭圆内斜率乘积的一个重要不变量，这个不变量在人教A版教材中出现过三次，值得各位同仁重视，笔者也“模式化”处理过这个重要的不变量．
人教A版选修2—1第41页，2.2.1椭圆及其标准方程例3：
问题1：设点A、B的坐标分别为
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，直线AM、BM相交于点M，且它们的斜率之积是
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，求点M的轨迹方程．

评注：点M的轨迹方程为
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引申1：已知椭圆
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联系到“中点弦”问题中
[image: image49.wmf]OMAB
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，都是斜率乘积问题，居然还是同一个常数（不变量），这无疑为“模式化”高考复习课提供了一个绝佳的素材，而且这是源于课本的，更值得大家重视；再进一步，双曲线也有类似性质．
人教A版选修2—1第55页，2.3.1双曲线及其标准方程探究：

问题2：设点A、B的坐标分别为
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，直线AM、BM相交于点M，且它们的斜率之积是
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，求点M的轨迹方程．
评注：点M的轨迹方程为
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引申2：已知双曲线
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这个常数（不变量）在双曲线的“中点弦”问题中同样存在．
教材编写者显然对这个不变量情有独钟，人教A版选修2—1第80页，复习参考题A组第10题中还出现了这样一道习题，更是将这个不变量提到更加统一的高度：

问题3：已知△ABC的两个顶点A，B的坐标分别是(
[image: image60.wmf]-

5,0)，(5,0)，且AC、BC所在直线的斜率之积等于m(m≠0)，试探求顶点C的轨迹．
4． 圆锥曲线“模式化”复习的教学建议及反思
笔者通过四轮高中小循环的教学实践，初步形成了关于圆锥曲线部分高三第一轮复习“模式化”处理的框架，具体安排如下：

第一部分：曲线与方程（共2课时）

第1课时强调轨迹方程，尤其是“建系、设点、列式、化简、检验证明”的思想方法，另外会渗透“相关点法”；

第2课时强调方程的曲线，主要是落实“数形结合”；
第二部分：椭圆（共3课时）

第1课时复习椭圆的标准方程及几何性质；

第2课时围绕椭圆的离心率，焦点三角形相关问题展开；

第3课时集中力量解决直线与椭圆的位置关系相关问题，渗透“中点弦”问题；

第三部分：双曲线（共2课时）

第1课时复习双曲线的标准方程及几何性质；

第2课时围绕双曲线的离心率、渐近线、特殊双曲线相关问题展开；

第四部分：抛物线（共2课时）

第1课时复习抛物线的标准方程及几何性质；

第2课时围绕抛物线的定义、准线及焦点弦问题展开；

第五部分：直线与圆锥曲线的位置关系（共3课时）

第1课时以椭圆为主要载体，落实“三板斧”：联立消元、韦达定理、弦长公式；
第2课时以“点差法”为中心，系统解决圆锥曲线“中点弦”相关问题，并挖掘本文所提及的不变量，以提高学生对相关问题的反应速度和解题准确度；

第3课时以高考真题、典型例题讲评为主．
笔者“模式化”处理圆锥曲线相关问题，有一条主线，那就是“以本为本，以纲为纲”，以教材为出发点，以考纲为落脚点，注重知识的完整性和系统性．
比如人教A版选修2—1第47页，2.2.2椭圆的简单几何性质例6以及第59页，2.3.2双曲线的简单几何性质例5，为我们提供了圆锥曲线另一个重要不变量，以及圆锥曲线第二定义的绝佳教学素材，这需要另一篇论文来论述．
再比如关于离心率相关问题的处理，笔者也曾系统的“模式化”处理过，以椭圆为例，总结出代数计算（
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）两种不同方法，学生印象非常深刻．
从教学效果上来看，笔者曾细致询问过同学们，大家普遍反映，虽然圆锥曲线内容比较难，但“模式化”处理之后，同学们思路是清晰的，而且遇到各种不同的问题，能够“见招拆招”，减少思考时间，提高解题效率，这也是最近三届学生高考处理圆锥曲线能够得到较高分数的一个原因吧．
当然，“模式化”处理也有它的弊端，主要是对于成绩中下等的同学而言，他们没有更多时间去理解知识本身，而仅仅停留在模仿阶段，这无疑会加重学生的学习负担；另一个更危险的事情是，很多同学只记住了相关结论，却没有去关心椭圆的焦点到底是在x轴上还是在y轴上，当题设改变时，反而直接给自己的解题过程判了死刑．
总之，“模式化”处理过程是一种更加高级的知识归纳，需要教师有足够的业务自信，也需要同学们有足够的基础知识作为保障，如果上述两个条件具备，“模式化”处理可以在高三第一轮复习课中推广，并大大提高复习课的效率．作为一个技术细节，笔者建议在“模式化”教学实践过程中，多用图表对比，引用例题尽可能来自课本、尽可能简单直接，并保留教案给学生，让他们有足够的时间消化整理．
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